EXERCICE 2 5 points

On considere la fonction f définie sur [0; +oo[ par: f(x) =xe ™",

X e* x
1. fx)=xe ¥=—.0r lim — =+o0;donc lim — =0etdonc lim f(x)=0.
eX xX—+00 X x—+oo e ¥ X—+o00
On en déduit que la courbe € possede une asymptote en +oo d’équation y = 0; c’est
I'axe des abscisses.

2. Pour tout réel x appartenanta [0; +oo[: f'(x)=1x e +xx(-De *=1-x) e "
3. Pour toutréel x, e * > 0 donc f’(x) est du signe de (1 — x) sur [0; +ool.

On étudie le signe de f’(x) sur [0; +ool.

x |0 1 +oo
1-x + -

e ¥ + +
') + -

f0)=0; f)=e! et lim f(x)=0.
—+00
On dresse le tableau de variations de f sur [0; +oo :

X 0 1 +00
[ + -
e—l
fx) / \
0 0
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-1 367
4. e ~ 0,369 > 1000

e Sur l'intervalle [0; 1], la fonction f est continue et strictement croissante; elle va
de 04 e ™! >0,367. Donc d’apreés le corollaire du théoréme des valeurs intermé-
diaires, 'équation f(x) = 0,367 admet une solution unique sur cet intervalle.

e Sur l'intervalle [1; +ool, la fonction f est continue et strictement décroissante;
elle va de e ™! > 0,367 a 0. Donc d’apreés le corollaire du théoreme des valeurs
intermédiaires, I'équation f(x) = 0,367 admet une solution unique sur cet inter-
valle.

L'équation f(x) = % admet donc deux solutions sur l'intervalle [0 ; +ool.

5. On admet que pour tout x appartenanta [0; +oo[ : f”(x) = e *(x—2).

Pour étudier la convexité de la fonction f sur l'intervalle [0 ; +oo[, on étudie le signe

de " (x).
X 0 2 +00
x=2 - ) +
e ¥ + +
JEY) - +
f est concave f est convexe

On peut méme préciser que la courbe admet le point d’abscisse 2 comme point d'in-

flexion.
\
6. Soit a un réel appartenant a [0 ; +ool T,
et A le point de la courbe € d’abs- A
cisse a. H :
a

On note T, la tangente a € en A.

On note H, le point d’intersection de :
la droite T, et de I'axe des ordonnées.  g(q) : 6/
On note g(a) 'ordonnée de H,,. :
La situation est représentée sur la fi-
gure ci-contre. a

a. Latangente T, a pour équation :

y=flla)(x—a)+fla) <= y=1-a)e “(x—a)+ae

= y=ll-ae lx-(1-ae “a+tae”
— y:[(1—d)e_a]x—ae—a+a2e—a+ae_
= y=[1-ae Yx+a’e

a

a

b. g(a) est'ordonnée du point H, de la tangente d’abscisse 0; donc

gla)=[1-a)e 1 x0+a’e “=a*e
c. Soit g la fonction définie sur [0 ; +oo[ par g(x) = x*e ~*.

gx)=2xxe  +x’x(-e*=-x(x-2)e ¥
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X 0 2 +00
—-X 0 —_ _

x—2 - +

e " + +

g'(x) + ) -

D’apres le tableau de signes de g’(x), la fonction g est croissante puis décrois-
sante; elle admet un maximum pour x = 2, ce qui correspond au point d’'inflexion
de la courbe €.



